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PARAMETRISATIONS CONFOBMEMENT
COVARIANTES POUR LES DONNEES INITIALES
RELATIVISTES

ERWANN DELAY

RESUME. Nous modifions la méthode de Lichnerowicz-York afin
d’obtenir des systemes elliptiques conformément covariants. Ce
type de paramétrage est certainement plus naturel pour des données
initiales a courbure moyenne non constante.

ABSRACT. We modify the Lichnerowicz-York method in order to
obtain conformally covariant systems. This type of parametrization
is certainly more natural for non constant mean curvature initial
data.

Mots clefs : Géométrie riemannienne conforme, systeme d’EDP el-
liptique non linéaire, Laplacien vectoriel, relativité générale, équations
de contraintes.

2010 MSC : 53C21, 53A45, 53A30, 58J05, 35J61.

1. INTRODUCTION

Sur une variété lisse M de dimension n, pour une métrique rieman-
nienne g, nous noterons R, sa courbure scalaire et V sa connexion de
Levi-Civita. Si h est un champ de deux tenseurs covariants symétriques,
on définit sa divergence comme étant la 1-forme donnée par

(divy h); = —V*hy.

Les équations de contraintes du vide de la relativité générale consistent
a chercher une métrique riemannienne g, et un champ de tenseur symétrique
K, tels que
7|2 V2
(C) Rg—iKb-i-(TI‘/gA\K) =0
dngK + d(TI‘g K) =0

Ce systéme est hautement sous-déterminé puisqu’il comporte (n + 1)
équations pour n(n + 1) inconnues. Il est naturel de fixer une partie de
ces inconnues et de chercher les (n + 1) restantes.
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La paramétrisation conforme habituelle, qui fait apparaitre I’équation
de Lichnerowicz de 1944 [2], ainsi que la décomposition de York de
1973 [6], a été beaucoup étudiée depuis par de nombreux auteurs,
sur des variétés compactes ou non compactes (asymptotiques a des
modeles : euclidiens, hyperboliques, cylindriques,...). La liste des tra-
vaux étant trop conséquente pour la donner ici, nous renvoyons par
exemple a l'article récent [5] et ses références pour un apergu. Rap-
pelons simplement qu’apres les travaux réalisés a courbure moyenne 7
constante, comme [1] par exemple, plusieurs tentatives sont réalisées
pour traiter des cas ou cette derniere est variable.

La méthode consiste a se fixer une métrique g, un 2-tenseur symétrique
o de trace nulle et a divergence nulle (dit TT-tenseur), ainsi qu'une
fonction 7. On cherche alors des solutions des équations de contraintes
du vide sous la forme

—~ _ = T < _ 9
g=0¢""g, K=—j+¢ o+ LW), (P)

ou N = %, d’inconnues une fonction ¢ > 0 ainsi qu'un champ de
1-formes W et ou

. 2
(LW )ij = ViW; + VW, — gkak 9ij-
Si 'on pose
w = o+ LW,

cela correspond a résoudre le systeme couplé

(5)] Pawd = VYO Ryp — g N = BN (1)
divy £,W = 20N dr )

L’équation de Lichnerowicz (L) a des propriétés de covariance conforme
(voir la section 8.2 pour une définition précise). En effet, si ¢ est solution
de (L), si ¢ est une fonction positive, et que 1’'on pose

g=¢"2g, w=9pNw, d=¢p""¢
alors

- B 1—n 5,-5_
Pg,i)(b:@l NPg,w‘b: n TQ(bN L

En revanche I’équation vectorielle (V') ne possede pas une telle pro-
priété. De méme que la transformation conforme de w utilisée ci-dessus
sur (L) ne correspond pas a une transformation naturelle de o et W.

Notons tout de méme que certains opérateurs apparaissant dans (V)
sont eux conformément covariants :

divg h = ¢V divy(p*h), L;X =" 2L(¢* Y X), (C)

bien que le Laplacien vectoriel div oL ne le soit pas.

Rappelons enfin la décomposition de York [6] valable par exemple
si M est compacte et si g n’a pas de Killing conformes (ie. ker £, est
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trivial). Tout champ de tenseurs covariants symétriques h de trace nulle
se scinde alors de fagon unique en

h=o+L,W, (V)

ou o est un TT-tenseur et W un champ de 1-formes.

Nous proposons dans la section 2 une paramétrisation découlant de
la décomposition de York relative & g et non a celle associée a g. Cette
paramétrisation donne lieu a un systeme conformément covariant.

Ce dernier fait alors apparaitre un Laplacien vectoriel auto-adjoint
pour une mesure pondérée, nous I’étudions en section 3.

Dans la section 4 nous testons d’autres paramétrages possibles et les
comparons.

Dans la section 5 une version linéaire du systeme obtenu est calculée.
Cette derniere suggere d’étudier éventuellement un autre systeme, il est
posé en section 6 et aboutit enfin a un dernier paramétrage qui semble
le plus naturel.

Enfin, en section 7, nous mettons en avant quelques commentaires
pour la suite évidente de ce travail.

REMERCIEMENTS : Je remercie Philippe Delanoé et Romain Gicquaud
pour leur accueil de la premiere version de ce résultat. Leurs remarques
et les multiples commentaires de Philippe ont contribué a cette premiere
amélioration.

2. UNE PARAMETRISATION CONFORMEMENT COVARIANTE

Revenons sur (C') et utilisons la décomposition de York, relative a g,

K- %g — G+ LW
Ainsi (C') équivaut a
Ry — |6+ LW = Lon
(&) divg £O§W ! ; Dar
div;o =

Si I'on cherche une solution dans une classe conforme g = ¢~ 2g,
compte tenu de (C), il est naturel de poser ¢ = ¢~ 20, olt & est un TT-
tenseur. La troisieme équation est ainsi automatiquement satisfaite.
Mais toujours en considérant (C), si 'on traduit la deuxieme équation
en termes de g, il vient spontanément W := ¢V 2.

Ainsi, toujours avec les mémes g, o, T fixés, on peut paramétrer plutot
les solutions des contraintes (C) sous la forme

/ /g\ = ¢N72g )
) { R =25+ 020 + oVL,W)
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Avec ce paramétrage dans (C), si 'on pose
W = w<0-7 (bu W7 g) = |J _'_ ¢N£ng|ga
on obtient le nouveau systeme
(S/) Pg,w(b = anTQQbN_l (L,)
Ag oW = ¢ Ndivy(eVNL,W) = E2dr (V)
On effectue maintenant les changements conformes :
Gg=¢""g, d=¢7l0, d=9¢T0, W=p" "W
Notez que par (C), le tenseur & est bien TT pour §. On a aussi cette
fois o
Oi=w(E, o, W,5) =p Nw
donc I"équation scalaire (L') se comporte comme précédemment. Pour
la nouvelle équation vectorielle (V'), comme par (C),

A, W = Ay W,

elle devient ainsi conformément covariante.

REMARQUES : .
e Si ¢ = ¢ on retrouve bien Ay ;W = Az W.

e Considérons 'opérateur donné par

¢ ¢ N Py
Pg W = AgﬂsW y
o o Ndivyo
de telle sorte que P, est covariant conforme :
¢ ¢
Pg W - Pg W
o o

Le systeme (S’) (modulo ajout de la troisieme équation) s’écrit dans
ce cas simplement

¢ _ 72
Pyl W | = l-n dr
o n 0

e [l y a eu d’autres tentatives de modification de la méthode de Lichnerowicz-
York comme la méthode dite de “Conformal Thin-Sandwich” (voir par
exemple [5] qui les compare). Notamment il existe déja des paramétrages

ou S )

K = g/g\+ ¢~ (0 + fLWV)

mais la fonction f semble toujours avoir été fixée au départ et non
comme une fonction de ¢, or f = ¢~ est la plus simple qui rend le
systéme conformément covariant (voir les sections 4 et 6 pour d’autres
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possibilités).

e Plus généralement, pour tout opérateur différentiel linéaire d’ordre k
covariant conforme, on peut intercaler une fonction parametre entre lui
et son adjoint formel afin d’obtenir un opérateur d’ordre 2k, covariant
conforme, positif et autoadjoint pour une mesure pondérée.

3. L’EQUATION VECTORIELLE

Considérons le Laplacien vectoriel, de type Witten, obtenu précédemment :
Ay oW = ¢V div, ¢V LW = divy LV — NLW (VIng, ).
Nous choisirons ici de travailler sur une variété compacte. Comme 2 div,

est 'adjoint formel L?(du,) de L,, on a

1 o o
/M<A97¢VV7 V>9¢Nd:ug = 2 /M<£yVV> Lgv>g¢Nd:ug

Ce Laplacien est donc L?(¢"dpu,) auto-adjoint et son noyau est réduit
aux 1-formes de Killing conforme.

On cherche a résoudre (avec pour simplifier g, ¢, T lisses, on pourrait
aussi prendre ¢ € L),

1—n

Ay oW =

dr . (V')

n
Par 'alternative de Fredholm, une condition nécessaire et suffisante a
I'existence est I'orthogonalité au noyau :

/ (X, dr)g¢Ndpuy, =0, (L)
M
pour tout X dans ker Eog. L’unicité ayant lieu a ’addition d’un élément
de ker £, pres. Remarquons que si X = V72X |
(X, Y)g0"dug = (X, Y) 40" g,
ainsi par (C), la condition (L) est bien covariante conforme. Elle peut
s’écrire
| @ X, = 0. (1)
M
Bien entendu si g ne possede pas de champ de Killing conforme,

I'équation (V') possede toujours une unique solution et ce pour toutes
fonctions (positives) ¢.

Si K = ker £ est non trivial, on peut poser II, 4 comme la projection
orthogonale sur K pour le produit scalaire pondéré :

(X, Y)g,¢>:/M<X7 Y>g¢Nd,Ug-
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On peut alors résoudre

1—n

Ay oW = (Id — ngb)dTv (Vﬁ)

W étant unique si on le prend orthogonal & IC (pour le produit scalaire
pondéré).

REMARQUE : Par analogie avec le Laplacien de Witten on pourrait
. . e _N .. N Ng& _N
aussi considérer le Laplacien similaire ¢~ 2 div(¢2 ¢z Lo~ 2).

4. AUTRES PARAMETRAGES ET CORRESPONDANCE

Considérons une autre métrique conforme g = ¢ =2g. La décomposition
de York (Y), associée a g, du tenseur

aboutit au paramétrage
(P«:) { %: (biV:Qg’—Q N/
=T9+ ¢ (0 + " LW).
Avec ce paramétrage dans (C), si 'on pose
we = w(o,, W, g) = |+ N LW,

on obtient le nouveau systeme

s { Pod = 52770 (L)
v o N divg(‘PNLQW) = 1_Tnd7_ (Vo)

Si g n’a pas de champ de Killing conforme, par (Y), pour tout W et
toutes fonctions ¢, il existe un champ des 1-formes V' et un TT-tenseur
o’ uniques vérifiant

o + EOgV = @NﬁogW

Il en découle que les solutions de tous les systemes (S,) sont en corres-
pondance, mais pour des o différents.

REMARQUE : On peut prendre ¢ dépendant de ¢ et éventuellement
d’autres parametres dans le systeme, alors abusivement noté (P,). Par
exemple N = N F2(|LW] 4), pour une fonction F, donnera encore un
systeme covariant conforme d’ordre de dérivation 2. Le paramétrage
oY = |7]|¢" semble aussi donner un systéme intéressant.
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5. UNE VERSION LINEAIRE

Dans le but de mieux appréhender I'étude future de (S’), nous allons
ici linéariser I'opérateur P, introduit en section 2. Notons (¢, V, h) des
variations de (¢, W, o), v la variation de 7, on garde ici la métrique
g fixée. Compte tenu de la covariance conforme de P,, le calcul du
linéarisé peut se faire en ¢ = 1. On trouve alors

Pyow —2(K. L), —2(K,.) Y
DPIWO | V| = | SNLW(V,,)  divg L, 0 v
h 0 0 div, h
ou
K=o+ EogW,
et
4 X 2 >
Prow = —— ((n —1)V*V = Ry + nlo|* + n{o, EgW>)

_ 4 5 (0= 197 = Ry + 5 (1o + KP ~ 1£,02))

n —

Ce dernier opérateur, évalué en une solution de (S’), peut se réécrire
avec le laplacien de Yamabe, car

o 1—n
R, = |K|2+T7-2.

La version linéaire du systeme est ainsi

P 1_ 2TV
DR V| = —= |
h 0

Si o est fixée, cela impose h = 0, sinon, la forme du systeme global
suggere de s’intéresser a d’autres possibilités.

6. AUTRE PARAMETRISATION COVARIANTE CONFORME

Dans la paramétrisation de la section 2, on a choisit un TT-tenseur
o fixé et posé ¢ = ¢ 20 afin de vérifier immédiatement la derniere
équation du systeme (C’). Sans choisir cette solution particuliere, (C”)
possede 2n + 1 équations. Fixons plutot un tenseur ¢ de trace nulle et
cherchons I'unique TT-tenseur pour g, o tel que

—20 ~ 5
¢ "0 =0—L5Y.
Il convient alors de poser

0= QZ)_Q(& + ¢N£°9Y)’ w = |(07 + ¢NLOQY + ¢N‘59W|
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On aboutit ainsi au systeme covariant conforme
gbl*NP 7w¢ — 1—Tn7_2 (L//)
(S") ] AgoW = rdr (V1)
Ay gY = —¢Ndiv,e. (V)

L’opérateur linéaire correspondant aura la forme :

$ NP no \ Pyswy —AK, L, —2(K, L)
Ays = | ~NLW (V) A 0
Ag.s ~NLY (V,.,.) 0 Agi
ou
K =6+LY +L,W,
et
P swy = % ((n - 1)V'V—-R, + n|G|* + n{s, EOQ(W + Y)>>
4

= 73 (= DV = Byt 5 (1 KT = 16,07 +V)F)).

n J—
Cet opérateur, évalué en une solution de (S”), peut encore se réécrire
avec le laplacien de Yamabe, puisque qu’alors
o 1—n
R, = |K|* + ——1%
n

Un retour sur ce dernier systeme, prouve que seul X =Y + W est
important et que le systeme naturel a résoudre semble donc étre

(g O Pawt = T2 (L")
ANy X = I’T”dr — ¢ Ndivys (V")

dans lequel la fonction 7 , ainsi que le tenseur symétrique o de trace
nulle, sont donnés. La paramétrisation pour les solutions de (C') étant
alors

g=0¢""g, K=0"(6+0¢"L,X) (P")
REMARQUE : On retrouve le systéeme (S’) si on choisit ¢ a divergence
nulle.

7. COMMENTAIRES ET PERSPECTIVES

Nous apportons ici quelques commentaires, ainsi que les prémices
d’une étude de systemes conformément covariants et qui fera naturel-
lement I'objet de prochaines investigations, a commencer par certaines
variétés compactes.

e AUTRES DECOMPOSITIONS DE YORK : Conformément covariants ou
non, d’autres choix de ¢ = (¢, W, 0,7,t, f,...) dans (S,) pourraient
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étre judicieux.

e CONTRAINTES AVEC SECOND MEMBRE : La paramétrisation convient
aux équations de contraintes associées a certains tenseurs énergie im-
pulsion non nul comme pour un champ scalaire.

e CORRESPONDANCE DES PARAMETRISATIONS : Compte tenu de la cor-
respondance entre les différentes paramétrisations, les solutions de ()
déja existantes donnent des solutions de (S’) par exemple, quitte a
changer les parametres. Si 'on considere 1’ensemble des solutions de
(C') comme une variété, il est probable que la méthode conforme donne
une carte locale alors qu'une méthode conformément covariante cor-
respondra a une carte plus globale, elle autorisera ainsi un plus large
choix de (7,0) (ou (7,0) pour (S")).

e ETUDE VARIATIONNELLE : Les systemes obtenus ne sont plus triangu-
laires comme pour la méthode conforme classique. En revanche, une
étude variationnelle semble particulierement adaptée.

e PoINT FIXE : Comme beaucoup d’études de (5), une méthode clas-
sique pour résoudre un systeme comme (S’) est de considérer une appli-
cation T : E — E, pour un espace approprié F, définie comme suit . S’il
n’y a pas de Killing conforme, pour ¢ dans E, on considere la solution
W de (V) avec ¢ remplacée par 1p. On définit alors w := w(o, v, W, g) et
on résout (L) (voir par exemple [4]), la solution définie ainsi T'(y)) := ¢.
Il s’agit ensuite de trouver un point fixe ¢ > 0 de T'. Si nécessaire, on
pourra insérer des ¢ bien combinés avec les 1) dans le choix de w (et/ou
dans (L)) et résoudre une autre équation scalaire, similaire a (L’) sur
¢, par exemple linéaire en ¢. S’il y a des Killing conforme, on peut dans
le processus, remplacer la résolution de (V') par celle de (V}}), si sous
conditions, la projection disparait a la limite .

e EquaTioN LiMITE : Dans [3] une (famille d’)équation(s) limite est
proposée pour (S). Celle ci a la propriété impressionnante de garantir
'existence de solutions a (.5), si elle méme a zéro pour unique solution.
Il faudra voir si cette équation limite mesure la dissymétrie de I'ancien
paramétrage ou si une équation similaire a un sens pour le systeme

(SI/I) .
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8. APPENDICE

8.1. Laplacien vectoriel.
divL = V*V — Ric+252dd*

n—2

= AHodge — 2Ric+ dd*

$d+gmf—2Rm

8.2. Covariance conforme. Considérons trois produits de fibrés ten-
soriels sur M,

E=FE/ x..xE, F=Fx..xF, G=G;x..xGy,
ainsi qu'un opérateur différentiel agissant sur les sections :
P, T(E) — I'(F),

et dont les coefficients sont déterminés par g = (g1, ..., gm) € G. On
dira que P, est conformément covariant si il existe a = (a1, .., ax) € R¥,
b= (by,..b) € Rl et ¢c = (cy,..,c) € R™ tels que pour toute section
lisse e de F, et toute fonction ¢ lisse de M, on a

‘pb © Poeag(¢® ©€) = Fy(e),
ou l'on a posé par exemple

a _ ai ag
% ©e= (SO €1,.., @ ek)'
Un systeme différentiel sera dit conformément covariant si on peut
I’écrire sous la forme P, (e) = f, pour un opérateur P, covariant conforme.
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