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INVERSION D’OPERATEURS DE COURBURES AU
VOISINAGE DE LA METRIQUE EUCLIDIENNE

ERWANN DELAY

RESUME. Nous montrons que certains opérateurs affines en la cour-
bure de Ricci sont localement inversibles, dans des espaces de So-
bolev & poids, au voisinage de la métrique euclidienne.

Mots clefs : Courbure de Ricci, 2-tenseurs symétriques, EDP ellip-
tique quasi-linéaire, espaces de Sobolev a poids.
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1. INTRODUCTION

Sur une variété Riemannienne (M, g), considérons Ric(g) sa courbure
de Ricci et R(g) sa courbure scalaire. Parmi les (champs de) 2-tenseurs
symétriques géométriques naturels que l'on peut construire, les plus
simples sont ceux qui seront ”affines” en la courbure de Ricci, autre-
ment dit, de la forme

Ein(g) := Ric(g) + kR(g)g + Ag,

ou k et A sont des constantes. Ainsi, si Kk = A = 0 on retrouve la
courbure de Ricci, si & = —3 le tenseur d’Einstein (avec constante

cosmologique A), enfin si k = —m et A = 0 le tenseur de Schouten.

Date: 03 avril 2014.



2 E. DELAY

Rappelons que ce tenseur est géométriquement naturel dans le sens ou
pour tout difféomorphisme ¢ assez régulier,

¢ Ein(g) = Ein(¢"g).
Nous nous posons ici le probleme de 'inversion de 'opérateur Ein. On

se donne donc £ un champ de tenseur symétrique sur M, on cherche
g métrique riemannienne telle

(1.1) Ein(g) = F.

On doit ainsi résoudre un systeme quasi-linéaire particulierement com-
plexe. Le cas de la courbure de Ricci prescrite remonte aux années 80.
DeTurck [12], en 1981, a tout d’abord montré un résultat d’existence
locale au voisinage d'un point p (il a depuis entrepris une longue étude
systématique pour le cadre local, comme le montrent ses travaux en
1999 [13]).

Puis il y a eu des résultats globauz : [14] sur le cas trés particulier
de la dimension 2, pour les surfaces compactes. Hamilton [17], a traité
le cas de la sphere unité de R™™! (avec n > 2) en prouvant un résultat
d’inversion locale au voisinage de la métrique standard. Nous avions
ensuite prouvé un résultat analogue sur 'espace hyperbolique réel [8],
et complexe [11], au voisinage de la métrique canonique.

Ce type d’inversion locale de l'opérateur de Ricci a été aussi adapté
a certaines variétés d’Einstein [15], [9], [7].

Notons qu’il existe aussi des résultats d’obstruction sur l'inversion
de la courbure de Ricci [16], [2], [17], [6], [8].

Le but de cet article est de prouver un résultat d’existence locale
sur R™ pres de la métrique euclidienne §. Nous travaillons pour cela
dans des espaces de Sobolev a poids H** de fonctions (ou champs de
tenseurs) u telles que (x)'u est dans l'espace de Sobolev classique H*
(voir section 3 pour une définition plus précise).

Théoreme 1.1. Soient s, t,k, A € R tels ques > 5, ¢t >0, k > _2(n—171)
et A > 0. Alors pour tout e € H*T?4R"™, S,) proche de zéro, il existe h

proche de zéro dans H*"'(R", S,) telle que
Ein(d + h) = Ein(0) + e.

De plus application e — h est lisse au voisinage de zéro entre les
espaces de Hilbert correspondants.

Ce résultat permet de traiter un probleme similaire a la tentative
avortée de [18] pour prescrire la courbure de Ricci, essentiellement grace
a ’ajout d’une constante cosmologique A dans I’équation, nous y reve-
nons en section 6.

Pour un opérateur d’ordre deux, il peut étre surprenant de voir que la
régularité de notre solution n’a pas deux points de plus que la donnée.
On peut se convaincre que la régularité est optimale en transposant
I’équation par un difféomorphisme peu régulier.
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Cette inversion nous permet ensuite, en section 5 de prouver que
I'image de certains opérateurs de type Riemann-Christoffel sont des
sous variétés dans des espaces de Fréchet a poids.

REMERCIEMENTS. Je remercie Philippe Delanoé de m’avoir signalé en
1994 T’erreur malheureuse de [18] qui a fini par motiver ce travail quelques
années apres... Ce projet est en partie financé par les ANR SIMI-1-003-01
et ANR-10-BLAN 0105 .

2. DEFINITIONS, NOTATIONS ET CONVENTIONS

Pour une métrique riemannienne g, nous noterons V sa connexion
de Levi-Civita , par Ric(g) sa courbure de Ricci et par Riem(g) sa
courbure de Riemann sectionnelle.

Soit 7,7 'ensemble des tenseurs covariants de rang p et contravariants
de rang ¢q. Lorsque p = 2 et ¢ = 0, on notera S, le sous-ensemble des
tenseurs symétriques, qui se décompose en G @ 60'2 ou G est ’ensemble
des tenseurs d-conformes et S, I'ensemble des tenseurs sans trace (re-
lativement & §). On utilisera la convention de sommation d’Einstein
(les indices correspondants vont de 1 a n), et nous utiliserons g;; et son
inverse ¢ pour monter ou descendre les indices.

Le Laplacien (brut) est défini par

A =—trV?=V"'V,

o V* est I'adjoint formel L? de V. Pour u un 2-tenseur covariant
symétrique, on définit sa divergence par

(leU)Z = —Vjuji.
Pour une 1-forme w on M, on définit sa divergence par :
d*w = —V'w,,
et la partie symétrique de ses dérivées covariantes :

1
(,CW)U = é(V,wj + iji),

(notons que L* = div).
On définit I'opérateur de Bianchi des 2-tenseurs symétriques dans les
1-formes :

1
By(h) = divy h + ad(Trg h).

3. ESPACES A POIDS ET ISOMORPHISMES

Les espaces a poids que nous utiliserons ici ne sont pas les espaces
classiques utilisés dans le contexte asymptotiquement euclidien de la
relativité générale (voir [3] ou [5] par exemple ). Ils sont plutot utilisés
en théorie du scattering comme dans les travaux de S. Agmon [1] ou
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de R. Melrose [19] (voir aussi son cours [20] section 6, ou [21] p241).
Pour x € R" | on pose
() = (1+ [z])2.
Pour s € R, on rappelle 'espace de Sobolev classique
H*R") ={ueS'R"), (§)"0eL*R")},

ou S’(R™) est le dual topologique de I'espace de Schwartz, et @ la trans-
formée de Fourier de u. On munit H*(R") de la norme

[ulls = [1€) ull -

Afin de décrire plus précisément le comportement asymptotique des
(champs de) tenseurs qui nous intéressent, introduisons les espaces a
poids (voir [1] ou [20] par exemple)

Hs’t(]R") ={u € S'(R") , (:c>tu € H*(R")} = <x)*tHS(R”).
munis de la norme
ull s = [l () ulls.

Ces espaces ont beaucoup de bonnes propriétés comme : Vs, t € R, les
applications suivantes sont continues

Vs' <s, V' <t H*(R") — H"'(R"),
Oy, + H*'(R") — H* M(R™),
xxz;: HYY(R™) — H*'""H(R™).
La transformée de Fourier donne un isomorphisme :

Hs,t (Rn) : Ht,s(Rn)

u — u.

Le dual de H**(R™) s’identifie & H~*"*(R™). L’injection de Sobolev
classique nous donne aussi immédiatement pour £ € N

5> g +E = HY(RY) C (2)"CF  (RY),
ot C* (R") est 'ensemble des fonctions C* sur R dont les dérivées
d’ordre < k tendent vers zéro a 'infini.
Proposition 3.1. Pour s,t € R et C' > 0 une constante, l’opérateur
A+ C: HPPH (R == H>'(R"),

est un isomorphisme.

Démonstration. Par transformée de Fourier, il suffit de remarquer que
X(|£|2 + C) . Ht,s+2<Rn) N Ht,soRn)
est un isomorphisme. O

Nous aurons aussi besoin du
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Lemme 3.2. Soient s > 3 et t > 0 alors
u,v € H¥' = uv € H*'.
De plus il existe une constante Cy, telle que
[wvls.e < Collullsellvlls.e-

Démonstration. Le résultat est connu dans le cas t = 0 pour une
constante C,. On a ainsi

(@) uvlls < Cill{@) ullsll{z) ]l
Ce qui se traduit par
[uv][sor < Cllullsellv]ls,e

I suffit ensuite de rappeler que si ¢ > 0, on a une inclusion continue
52t C Hst ]

Remarque 3.3. Les espaces a poids que nous utilisons ici sont, en un
certain sens, plus gros que ceux utilisés habituellement dans le contexte
asymptotiquement euclidien de la relativité générale comme dans [5]
ou [3]. En effet nous ne demandons pas ici aux dérivées de décroitre
plus vite (ou croitre moins vite) que la fonction a l'infini.

4. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Il est maintenant bien connu que I’équation que nous voulons résoudre
(1.1) n’est pas elliptique di a I'invariance de la courbure par difféomorphisme.
Nous allons modifier cette équation en s’inspirant de la méthode de
DeTurck. On y ajoute donc un terme jauge de telle sorte que le cette
nouvelle équation devienne elliptique, tout en faisant en sorte que ses
solutions soient encore solutions de 1’équation de départ.

Tout d’abord comme

Tr, Ein(g) = (1 + nk)R(g) + nA,
I'équation (1.1) est équivalente a
kTry B+ A
14+nk 7

Pour toute métrique g, By(Ric(g)) = 0 par I'identité de Bianchi. Nous
définissons donc

Ric(g) = F —

2 1 -2
2 H i m - BB - DR
2(1 4 kn) 2(1 4 kn)
de sorte que l'identité de Bianchi se traduise ici par
By(Ein(g)) = 0.

Afin de construire notre nouvelle équation, rappelons quelques différentielles
d’opérateurs. On a d’une part (voir [4] par exemple)

By(E) =divy E + dTr, E,

1
D RIC(é)h = éAh - ﬁng(h,)
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D’autre part, compte tenu de la différentielle de B,(E) relativement &
la métrique (voir [9] par exemple), on trouve

DIBO (B = ~EEBs(h) + 3= d(E, 1) + T(E, ).

ou F est identifié a 'endomorphisme de T*M correspondant et
1
T(E,h); = 5(OxEji + 01 By; — 0; B ) A,

en particulier T'(E, h) = 0 si E est proportionnel a §. On définit, pour
I'instant formellement, pour x # —1/n, A # 0, h et e voisins de zéro
dans H5™HR™, Ss) :

kTrsen E+ A 1
Do P TS+ h) -~

F(h,e):=Ric(6+h)— E+ - A

LsBsin(E),

ou E =Ein(d) +e = Ad +e.

Proposition 4.1. Pour k # —1/n, A #0, s > % et t > 0 l'application
F: HP(RY, S,) x H PR, S,) — H* (R, Sy),

est bien définie et lisse au voisinage de zéro.

Démonstration. La preuve de cette proposition est renvoyée en appen-
dice, elle utilise essentiellement le fait que sous ces hypotheses, ’espace
H*®' est une algebre. O

Proposition 4.2. Soient s > 5, ¢t >0, A >0 et k > —2(n—£1). Pour

tout e assez petit dans H¥™'(R™, S,), il existe h dans H¥™'(R", S,) tel
que F(h,e) =0, de plus l’application e — h est lisse entre les espaces
de Hilbert correspondants.

Démonstration. On a déja
F(0,0) =0,

et la différentielle de F relativement a la premiere variable est

KA (n—2)k
T rn TI'5 hd— m@@Trg h.

On remarque que lorsque k # 0, Dy F(0,0) ne préserve pas le scin-
dage G @ S5. En effet dans la direction conforme h = ud on trouve

1
DhF(0,00h = SAh+ Ah - -

(n—2)nk__ -

th(o, O) (u5) = mHeSS u,

S0+ ) [(142(n—1)k) Au+2Au)d—

ou Hess u est la partie sans trace de la hessienne de u. En revanche,
dans la direction h = h sans trace, on a

° 1 °
DyF(0,0)h = 5(A +2A)h.

Quoiqu’il en soit, compte tenu de la proposition 3.1, si A > 0 et kK >

_2(n—171)> l'opérateur Dy, F(0,0) est un isomorphisme de H*™2¢(R" S,)
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dans H*'(R",S,). Le théoreéme des fonctions implicite permet alors de
conclure. O

Remarque 4.3. On voit apparaitre naturellement la constante cri-
tique k = —1/2(n — 1) correspondant au tenseur de Schouten dans la
direction conforme.

Proposition 4.4. Sous les hypothéses de la proposition 4.2, quitte a
réduire les voisinages de zéro, h est solution de

Ein(6 + h) = E.

Démonstration. On applique Bs,j a I’équation F(h,e) = 0, ainsi
1

B5+hf(h, 6) = —85+h(E) — KB5+h£565+h<E) =0.

On pose w = 1 Bs,,(E) alors
Ps pw = BsipLsw + Aw = 0,

avec, comme il est justifié en appendice, w € H**1H(R™, 77). Or par la
proposition 3.1, comme

1

est un isomorphisme de H*TH4(R™, T;) dans H*~%(R", T7), 'opérateur
Ps_., reste injectif dans le méme espace si h est assez petit dans H*T2! C
H*°. On obtient finalement

w=20

5. IMAGE D’OPERATEURS DE COURBURES DE TYPE
RIEMANN-CHRISTOFFEL

Nous voudrions, tout comme dans [8], montrer que 'image de cer-
tain opérateurs de type Riemann-Christoffel, sont des sous variétés dans
C*, au voisinage de la métrique euclidienne §. Nous cherchons donc
tout d’abord un tenseur £in qui soit 4 fois covariant, ayant les mémes
propriétés algébriques que le tenseur de Riemann et affine en la cour-
bure, on pose donc

€in(g) = Riem(g) + g @ (aRic(g) +bR(g)g + cg),
o @ est le produit de Kulkarni-Nomizu ( [4] p. 47). Comme nous

voulons que Tr, £in(g) soit proportionnelle a Ein(g), cela nous impose
C:1+(n—2)aA’ b:/-@[lJra(n—Q)]—a
2(n—1) 2(n—1)

On a alors
Tr, Ein(g) = [a(n — 2) + 1] Ein(g).
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Nous définirons la version de type Riemann-Christoffel de £in(g) par
97 Ein(9)]kum = 97 EN(9) jrtim-
Considérons R}, le sous-espace de 73! des tenseurs vérifiants
Titm = 05 Thtm = —Thmt> Thim + Tkt + Timp = 0-
On définit I'espace de Fréchet
Coo,t — ﬂkeNHk’ta

munit de la famille de semi-normes {||.||x:}ren. On procede alors de
fagons similaire & [8] pour prouver que

Théoreme 5.1. Sous les conditions du théoréme 1.1, l'image de l’ap-
plication

C¥HR™, Sy) — CHR™, RL)

h (0 +Rh)TLEm(5 + h) — (6)"1Ein(9)
est une sous-variété lisse au voisinage de zéro.

Remarque 5.2. Dans la définition de Ein, le choix de a # —1/2(n—1)
est encore libre. Si nous voulions retrouver la courbure de Riemann

lorsque kK = A = 0 et, lorsque kK = —1/2, un tenseur a divergence nulle
(donc a = —1 et b = 1/4 via I'identité de Bianchi 2), on pourrait choisir
par exemple
a=2% . b= k[2k(n —2) — 1] o= A[QK(R—2)+1].
2(n—1) 2(n—1)

Il n’est pas clair que ce choix soit plus naturel qu’'un autre, peut étre
qu'une identité de type Bianchi 2 qui en découlerait serait aussi plus
légitime mais nous n’avons pas pu trancher a ce stade.

6. COMMENTAIRES ET PERSPECTIVES

Comme signalé en introduction le résultat pour le cas kK = A = 0
est annoncé dans [18] mais la démonstration comporte une erreur dans
la preuve de la proposition page 363 signalée par Philippe Delanoé.
En effet, avec les notations de cette note au C.R.A.S., méme si Lp
est surjective dans les bon espaces a poids , R.Lg n’est plus surjective
dans ces méme espaces ainsi f’(e) ne l'est pas non plus. Ce probleme
est dli au comportement asymptotique de R qui, méme en supposant
R inversible, tend vers zéro a l'infini, en particulier R n’est pas inver-
sible & l'infini. Méme si nous n’avons pas cherché de contre-exemple
au théoreme principal de [18], le résultat annoncé semble ainsi peu
probable.

Le travail présenté ici remédie d'une certaine maniere a ce probleme
par I'ajout d’une constante cosmologique A > 0, ainsi en particulier, a
Iinfini, £ = AJ est encore inversible.
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Il serait intéressant d’étudier un résultat analogue sur une variété
asymptotiquement euclidienne en un sens approprié. Notons ici que
la définition naturelle n’est pas celle utilisée habituellement dans ce
type de contexte (voir remarque 3.3) et probablement que la définition
adaptée est celle de [19]. Nous approfondirons cette direction dans un
futur proche.

L’inversion de ce type d’opérateur doit pouvoir aussi étre réalisée au
voisinage d’autres modeles non compactes a courbure de Ricci parallele
comme S* x R"7*. 1l faudra alors s’inspirer de [10]. Ce sera aussi 'objet
de futurs travaux.

7. APPENDICE

Nous justifions ici la proposition 4.1 par une preuve relativement
formelle. Nous renvoyons le lecteur encore sceptique a [8] olt une preuve
similaire est particulierement détaillée.

Rappelons que la courbure de Ricci s’exprime en coordonnées locales
par

Ric(g)jr = O, — OuL + T4, Lhy — TH T,
ou
1
Ff] = égks<aigsj + 8jgis - asgz])
Nous écrirons donc abusivement

Ric(g) =0 +TT, I =g 'dg.

Ici nous avons g = § + h avec h petit dans H*"2t, s > 5,t>0.0n a
alors
g t=06"+h, heH",

avec par inégalité triangulaire et par le lemme 3.2

- 1Al 512,
HhHerZt < Zcf+27t”h| 5121,15 = 1—C : h :
2 aallloae
1

) . :
Pour ||h]|s2: < 0oy Ce quion suppose désormais, on a

[7llsv2s < 2l|hlloras

On obtient alors, en utilisant encore le lemme 3.2, et en omettant
dorénavant les constantes

D= (" +h)ohe H |T|ane < [Allasas,

et
or € B>, 0015 < ITllst1s < Allsta,

d’otu, toujours par le lemme 3.2,

Ric(g) € H*" , || Ric(g)llse < [[Pllss2.
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Etudions maintenant I'opérateur de Bianchi
2k +1
2(1+ kn)

que nous écrirons encore abusivement
B,(E) =g '(OE +TE)+ d(g”'E).
Compte tenu des calculs précédent et du fait que £ = Ad + e, on a
By(E) = (67" + h)[0e + T(Ad + €)] + 0[5 e + h(Ad + €)].
On estime alors comme précédemment

By(E) € H |IBy(E)|lsrre < (1Pllsrae + llellssa),

B,(E) = div, E + dTr, E,

et
LsBy(E) € H™ | ||L:By(E)|lse < I1By(E)llssre < (1Allsroe + llellsrae)-
Il reste a estimer le terme d’ordre zéro :
kTrsen B+ A
S S+ h)— F

14 kn
On écrit encore formellement, en se souvenant ici que le premier ”pro-
duit” est une trace,

(1+nk)Z = [K(672+h)(AS+e)+Al(6 4 h) — (1 +nk)(Ad +e)

= [kd e + kh(AS +¢€) + (1 +nx)A](6 + h) — (1 + nk)(Ad + e).

En développant, on remarque que le terme constant est nul et que 1’on
peut estimer comme auparavant, pour k # —1/n,

Z € 1 Zlea < 1Z0os20 < (Willne + ellosza).

7 =
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